
Γραφική Λύση &           
Πρότυπη Μορφή

Μαθηµατικού Μοντέλου
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Περιεχόµενα Παρουσίασης

1. Προϋποθέσεις Εφαρµογής ΓΠ

2. Γραφική Λύση Προβλήµατος ΓΠ

3.   Πρότυπη Μορφή Μαθηµατικού

Μοντέλου Γενικού Προβλήµατος

4.   Συµπεράσµατα
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ΠροϋποθέσειςΠροϋποθέσεις εφαρµογήςεφαρµογής γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού

Αναλογικότητα
Η αντικειµενική συνάρτηση και όλοι οι περιορισµοί του
προβλήµατος πρέπει να είναι γραµµικές συναρτήσεις

Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και η χρησιµοποίηση των
διαθέσιµων µέσων πρέπει να είναι ποσά ανάλογα προς τις
ποσότητες κάθε µιας δραστηριότητας

Η διαµόρφωση ενός γραµµικού προβλήµατος αποτελεί
συνήθως προσέγγιση

Περιπτώσεις µη γραµµικότητας:
– ∆ = 0 εάν x=0 και Κ+cx εάν Χ>0

– Μοναδιαίο κέρδος και αριθµός ανθρωποωρών ανά µονάδα παραγωγής

– Όγκος πωλήσεων και κέρδος
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ΠροϋποθέσειςΠροϋποθέσεις εφαρµογήςεφαρµογής γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού

Προσθετικότητα

Όλες οι δραστηριότητες πρέπει να είναι προσθετικές όσον
αφορά στο µέτρο αποτελεσµατικότητας ή την χρησιµοποίηση
των διαθέσιµων µέσων. Πχ.:
– Εταιρεία που παράγει δύο ανταγωνιστικά προϊόντα. Αν πουλά µόνο το
ένα (κέρδος c1x1) ή το άλλο (κέρδος c2x2) δεν σηµαίνει ότι πουλώντας
και τα δύο το κέρδος θα είναι c1x1+  c2x2 (µπορεί οι τιµές c1 και c2 να
µειωθούν)

– Η παραγωγή υποπροϊόντος µε χρησιµοποίηση Α’ υλών που έχουν
χρησιµοποιηθεί για παραγωγή ενός άλλου κύριου προϊόντος
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ΠροϋποθέσειςΠροϋποθέσεις εφαρµογήςεφαρµογής γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού

∆ιαιρετότητα

Θα πρέπει να είναι επιτρεπτές τυχούσες δεκαδικές τιµές των
µεταβλητών αποφάσεως

Η συνηθέστερη διαδικασία που ακολουθείται στην περίπτωση
µη ακέραιας λύσης είναι η στρογγυλοποίηση, η οποία δεν είναι
πάντα σωστή (είναι επιτυχής όταν η λύση του ΓΠ έχει σαν τιµές
των µεταβλητών αποφάσεως πολύ µεγάλους αριθµούς)
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ΠροϋποθέσειςΠροϋποθέσεις εφαρµογήςεφαρµογής γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού

Προσδιορισµένοι Συντελεστές

Όλοι οι συντελεστές ενός µοντέλου ΓΠ θεωρούνται σα γνωστές
και σταθερές .Στην πράξη µπορεί να είναι:
– άγνωστες σταθερές

– τυχαίες µεταβλητές µε µια κατανοµή πιθανότητας

Μέθοδοι παρακάµψεως του προβλήµατος είναι οι εξής:
– Ανάλυση ευαισθησίας

– Παραµετρικός προγραµµατισµός

– Στοχαστικός προγραµµατισµός

aij, bi, cj
aaijij, b, bii,, ccjj
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ΠροϋποθέσειςΠροϋποθέσεις εφαρµογήςεφαρµογής γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού

Τι Ισχύει στην Πράξη...

Πραγµατικότητα Μοντέλο

Σύγκριση

Σπάνια ικανοποιούνται
όλες οι προϋποθέσεις...

Κάποιος θα πρέπει
να έχει επίγνωση
των προσεγγίσεων και
υποθέσεων που
πραγµατοποιεί
σε ένα πρόβληµα ΓΠ...
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Τυπική Περίπτωση Μεγιστοποιήσεως

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

z1 z2

z3

5x1+2x2=10

3x1+5x2=15

A
z =5x1+3x2

x1

x2

max z = 5x1 + 3x2

3x1 + 5x2 <=15

5x1 + 2x2 <=10

x1 >=0

x2 >=0



ΕΜΠ - Τµήµα Μηχ. Μηχ 9

Άπειρες Εναλλακτικές Βέλτιστες Λύσεις

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

z1

z3
5x1+2x2=10

3x1+5x2=15

A

z =2.5x1+x2

z2

x1

x2

max z = 2.5x1 + x2

3x1 + 5x2 <=15

5x1 + 2x2 <=10

x1 >=0

x2 >=0
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Τυπική Περίπτωση Ελαχιστοποιήσεως

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

x1+x2=4
6x1+2x2=8

x1+5x2 =4

x2=3

x1=3

z1

z2

z3

x1

x2

min z = 2x1 + 3x2

x1 + x2 <=4

6x1 + 2x2 >=8

x1 <=3

x2 <=3

x1 >=0

x2 >=0

x1 + 5x2 >=4



ΕΜΠ - Τµήµα Μηχ. Μηχ 11

Μη Πεπερασµένη Λύση

x1

x2

z=4
z=6 z=10

max z = 2x1 + 2x2

x1 - x2 >=-1

-0.5x1 + x2 <=2

x1 >=0

x2 >=0
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Μη Πεπερασµένη Λύση µε Πεπερασµένες
Βέλτιστες Τιµές Ορισµένων Μεταβλητών

x1

x2

z1

z2

z3
max z = -3x1 + 2x2

x1 <=3

x1 - x2 <=0

x1 >=0

x2 >=0
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Πεπερασµένη Βέλτιστη Τιµή Αντικειµενικής
Συνάρτησης µε Μη Πεπερασµένες
Τιµές Μεταβλητών

x1

z1

z2=4

z3

x2

max z = -x1 + 2x2

x1 - x2 >=-1

-0.5x1 + x2 <=2

x1 >=0

x2 >=0
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Καµία Λύση - Ασυµβίβαστοι Περιορισµοί

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

max z = 2x1 + 3x2

2x1 + x2 >=10

x1 + x2 <=4

x1 >=0

x2 >=0

-3x1 + 2x2 >=6
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Καµία Βέλτιστη ∆υνατή Λύση

x1

max z = x1 + x2

x1 - x2 >=0

3x1 - x2 <=-3

x1 >=0

x2 >=0

x2

Ο
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Πρότυπη Μορφή Μαθηµατικού
Μοντέλου του Γενικού Προβλήµατος ΓΠ

ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Όλες οι ανισοϊσότητες θα πρέπει να γίνουν εξισώσεις για να
επιλυθεί το πρόβληµα του ΓΠ

Τους περιορισµούς της µορφής <= τους µετατρέπουµε σε
ισότητες µε την εισαγωγή µεταβλητών χαλαρότητας

Τους περιορισµούς της µορφής >= τους µετατρέπουµε σε
ισότητες µε την εισαγωγή µεταβλητών περίσσειας

Γενικότερα, οι µεταβλητέ που εισάγονται για να µετατραπούν οι
ανισοϊσότητες σε ισότητες ονοµάζονται µεταβλητές αποκλίσεως
(ή βοηθητικές ή ουδέτερες)
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Ορισµένα Μαθηµατικά… (1/2)
ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Σ αhj xj <= bh

xr+h = bh - Σ αhj xj >= 0

Σ αhj xj + xr+h = bhj=1

j=1

r

r

Σ αkj xj >= bh

xr+k = Σ αkj xj - bk >= 0

Σ αkj xj - xr+k = bkj=1

j=1

r

r

Πρώτη κατηγορία περιορισµών ∆εύτερη κατηγορία περιορισµών

Σταδιακά επιτυγχάνουµε την µετατροπή όλων των αρχικών περιορισµών στο ακόλουθο
σύστηµα γραµµικών εξισώσεων

Σ αhj xj + xr+h = bh

Σ αkj xj - xr+k = bk

Σ αρj xj               = bρj=1

j=1

r

r

j=1

r

h = 1, 2, …, u 

k = u+1, u+2, …, v 

ρ = v+1, v+2, …, m 
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Ορισµένα Μαθηµατικά… (2/2)
ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Τελικώς, καταλήγουµε στην µήτρα mxn που φαίνεται παρακάτω:

α11 α12 … α1r 1 0 … 0 0 ... 0

α21 α22 … α1r 0 1 … 0 0 ... 0

…

αu1 αu2 … αur 0 0 … 1 0 ... 0

αu+1, 1 αu+1,2 … αu+1,r 0 0 … 0 -1 ... 0

…

αv1 αv2 … αvr 0 0 … 0 0 ... -1

αv+1,1 αv+1,2 … αv+1,r 0 0 … 0 0 ... 0

…

αm1 αm2 … αmr 0 0 … 0 0 ... 0

A =
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Τελικώς...

ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Επειδή οι εισαγόµενες µεταβλητές αποκλίσεως έχουν
µοναδιαίες αξίες µηδενικές, λέµε ότι οι αντίστοιχες
δραστηριότητες είναι ουδέτερες

Το πρόβληµα που προκύπτει µε τους περιορισµούς των
εξισώσεων έχει το ίδιο σύνολο βέλτιστων λύσεων µε το αρχικό

Η φυσική ερµηνεία των µεταβλητών αποκλίσεως είναι ότι
παριστάνουν το µέρος του διαθεσίµου µέσου που µένει
αχρησιµοποίητο
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Παράδειγµα Πρότυπης Μορφής Μαθηµατικού
Μοντέλου του Γενικού Προβλήµατος ΓΠ

Max {4 x1 +3 x2}

υποκείµενο στους
παρακάτω περιορισµούς:

2 x1 + 3 x2 <= 6
x1 + 7 x2 >=  4
x1 + x2 = 3

x1, x2 >0

ΠαραδείγµαταΠαραδείγµατα ΜορφοποίησηςΜορφοποίησης ΠροβληµάτωνΠροβληµάτων

2 x1 + 3 x2 + x3 = 6
x1 + 7 x2 - x4 = 4
x1 +    x2 = 3

x1, x2 >0

Με µεταβλητές απόκλισης Μητρική µορφή

2   3    1   0         x1 6

1   7    0   -1        x2        =         4

1   1    0    0        x3 3

x4

Α =(α1, α2, α3, α4)
α1= [2, 1, 1]
α2= [3, 7, 1]
α3= [1, 0, 0]
α4= [0, -1, 0]

x =(x1, x2, x3, x4)

b = [6, 4, 3]

.

z = 4 x1 + 3 x2= c x
c = (4, 3, 0, 0)
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ΘέµαταΘέµατα γιαγια συζήτησησυζήτηση -- ΣυµπεράσµαταΣυµπεράσµατα

Βασικά θέµατα για συζήτηση
Για την επιτυχηµένη εφαρµογή του Γραµµικού Προγραµµατισµού θα πρέπει να ισχύουν
συγκεκριµένες προϋποθέσεις (αναλογικότητα, προσθετικότητα, διαιρετότητα, 
προσδιορισµένοι συντελεστές). Είναι κατανοητό ότι αυτές οι προϋποθέσεις περιορίζουν
γενικά το φάσµα δυνατοτήτων εφαρµογής του Γραµµικού Προγραµµατισµού.

Για κάθε πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού υπάρχει µια πρότυπη µορφή του
αντίστοιχου µαθηµατικού µοντέλου που βοηθά την τυποποιηµένη επίλυσή του.

Η γραφική λύση απλών περιπτώσεων (µε 2 µεταβλητές) είναι χρήσιµη διοτί επεξηγεί τον
τρόπο µε τον οποίο εργάζεται η αλγεβρική µέθοδος επίλυσης προβληµάτων
οποιουδήποτε αριθµού µεταβλητών.



Γραµµικός Προγραµµατισµός
Μέθοδος Simplex
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Περιεχόµενα Παρουσίασης

1.   Βασικά Θεωρήµατα

2. Χρήσιµοι Ορισµοί

3.   Πινακοποίηση Μεθόδου

4.   Παραδείγµατα



ΕΜΠ - Τµήµα Μηχ. Μηχ 24

Ορισµένα Μαθηµατικά… (1/2)
ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Σ αhj xj <= bh

xr+h = bh - Σ αhj xj >= 0

Σ αhj xj + xr+h = bhj=1

j=1

r

r

Σ αkj xj >= bh

xr+k = Σ αkj xj - bk >= 0

Σ αkj xj - xr+k = bkj=1

j=1

r

r

Πρώτη κατηγορία περιορισµών ∆εύτερη κατηγορία περιορισµών

Σταδιακά επιτυγχάνουµε την µετατροπή όλων των αρχικών περιορισµών στο ακόλουθο
σύστηµα γραµµικών εξισώσεων

Σ αhj xj + xr+h = bh

Σ αkj xj - xr+k = bk

Σ αρj xj               = bρj=1

j=1

r

r

j=1

r

h = 1, 2, …, u 

k = u+1, u+2, …, v 

ρ = v+1, v+2, …, m 
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Ορισµένα Μαθηµατικά… (2/2)
ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Τελικώς, καταλήγουµε στην µήτρα mxn που φαίνεται παρακάτω:

α11 α12 … α1r 1 0 … 0 0 ... 0

α21 α22 … α1r 0 1 … 0 0 ... 0

…

αu1 αu2 … αur 0 0 … 1 0 ... 0

αu+1, 1 αu+1,2 … αu+1,r 0 0 … 0 -1 ... 0

…

αv1 αv2 … αvr 0 0 … 0 0 ... -1

αv+1,1 αv+1,2 … αv+1,r 0 0 … 0 0 ... 0

…

αm1 αm2 … αmr 0 0 … 0 0 ... 0

A =
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Τελικώς...

ΠρότυπηΠρότυπη ΜορφήΜορφή ΜαθηµατικούΜαθηµατικού ΜοντέλουΜοντέλου

Επειδή οι εισαγόµενες µεταβλητές αποκλίσεως έχουν
µοναδιαίες αξίες µηδενικές, λέµε ότι οι αντίστοιχες
δραστηριότητες είναι ουδέτερες

Το πρόβληµα που προκύπτει µε τους περιορισµούς των
εξισώσεων έχει το ίδιο σύνολο βέλτιστων λύσεων µε το αρχικό

Η φυσική ερµηνεία των µεταβλητών αποκλίσεως είναι ότι
παριστάνουν το µέρος του διαθεσίµου µέσου που µένει
αχρησιµοποίητο
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Παράδειγµα Πρότυπης Μορφής Μαθηµατικού
Μοντέλου του Γενικού Προβλήµατος ΓΠ

Max {4 x1 +3 x2}

υποκείµενο στους
παρακάτω περιορισµούς:

2 x1 + 3 x2 <= 6
x1 + 7 x2 >=  4
x1 + x2 = 3

x1, x2 >0

ΠαραδείγµαταΠαραδείγµατα ΜορφοποίησηςΜορφοποίησης ΠροβληµάτωνΠροβληµάτων

2 x1 + 3 x2 + x3 = 6
x1 + 7 x2 - x4 = 4
x1 +    x2 = 3

x1, x2 >0

Με µεταβλητές απόκλισης Μητρική µορφή

2   3    1   0         x1 6

1   7    0   -1        x2        =         4

1   1    0    0        x3 3

x4

Α =(α1, α2, α3, α4)
α1= [2, 1, 1]
α2= [3, 7, 1]
α3= [1, 0, 0]
α4= [0, -1, 0]

x =(x1, x2, x3, x4)

b = [6, 4, 3]

.

z = 4 x1 + 3 x2= c x
c = (4, 3, 0, 0)
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ΣτοιχείαΣτοιχεία ΘεωρίαςΘεωρίας

Προκαταρκτικά Θεωρίας Μεθόδου Simplex

max (ή min) z = cx

Ax = b (b>=0)

x>=0

Μοντέλο Γενικού Προβλήµατος

Λύση: Κάθε λύση του Ax = b, δηλαδή κάθε διάνυσµα x = [x1, x2, x3,... Xn] που
ικανοποιεί το σύστηµα αυτό

Εφικτή Λύση: Κάθε λύση του Ax = b που ικανοποιεί τους περιορισµούς (x>=0)

Βέλτιστη ∆υνατή Λύση: Η εφικτή λύση που βελτιστοποιεί τη z
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Τυπική Περίπτωση Μεγιστοποιήσεως

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

z1 z2

z3

5x1+2x2=10

3x1+5x2=15

A
z =5x1+3x2

x1

x2

max z = 5x1 + 3x2

3x1 + 5x2 <=15

5x1 + 2x2 <=10

x1 >=0

x2 >=0
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ΛύσειςΛύσεις ΠροβλήµατοςΠροβλήµατος

Λύσεις Προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού

Εάν m=n,υπάρχει µόνο µία λύση

Εάν m<n,υπάρχουν άπειρες λύσεις

Εάν m>n,δεν υπάρχει λύση

Για να έχει µία τουλάχιστον λύση η Ax=b, θα πρέπει ο βαθµός
της µήτρας Α να ισούται µε το βαθµό της επαυξηµένης µήτρας
Αb (στήλες της Α και στήλη b)

Με άλλα λόγια, ο αριθµός των ανεξάρτητων εξισώσεων m θα
πρέπει να είναι µικρότερος ή ίσος µε τον αριθµό των
µεταβλητών n
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ΒάσηΒάση ΣυστήµατοςΣυστήµατος

Βάση Συστήµατος Γραµµικών Αλγεβρικών Εξισώσεων

Βάση Β είναι η τετραγωνική µήτρα mxm που προκύπτει από την
Α και έχει m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες

Βασικές µεταβλητές (ή εξαρτηµένες) ονοµάζονται οι µεταβλητές
που αντιστοιχούν στις στήλες µιας βάσεως Β

Μη βασικές µεταβλητές (ή ανεξάρτητες) είναι οι n-m µεταβλητές
που δεν είναι βασικές
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Βάση Συστήµατος Γραµµικών Αλγεβρικών Εξισώσεων

Β = (α1, α2,... αm) η βασική µήτρα της Α

Α = (αm+1, αm+2,... αn) η υποµήτρα mx(n-m) των µη βασικών
διανυσµάτων

xB=[x1, x2,... xm] το διάνυσµα στήλης των βασικών µεταβλητών

x=[xm+1, xm+2,... xn] το διάνυσµα στήλης των µη βασικών
µεταβλητών

∼

Α x=b ή [Β,Α] [   ] = b ή

Β xB+A x = b ή

B-1 B xB+ B-1 A x = B-1 b ή xB = B-1b - B-1 A x

∼

∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

xB
x∼

ΒάσηΒάση ΣυστήµατοςΣυστήµατος

∼



ΕΜΠ - Τµήµα Μηχ. Μηχ 33

Βάση Συστήµατος Γραµµικών Αλγεβρικών Εξισώσεων

Η σχέση xB = B-1b - B-1 A x υποδηλώνει ότι λύση µπορεί να
βρεθεί εάν εκλεγούν (n-m) αυθαίρετες τιµές για τα στοιχεία του x 
και µετά προσδιορισθούν από αυτές τα στοιχεία του xB. Γι’ αυτό
το λόγο τα στοιχεία του διανύσµατος x καλούνται και
ανεξάρτητες µεταβλητές, του δε xB εξαρτηµένες

Βασική (δυνατή) λύση ενός συστήµατος γραµµικών αλγεβρικών
εξισώσεων ως προς µια βάση Β καλείται µία λύση που έχει το
πολύ όλες τις βασικές µεταβλητές ως προς τη βάση αυτή
διάφορες του µηδενός και όλες τις µη βασικές ίσες µε το µηδέν

Εκφυλισµένη βασική (δυνατή) λύση καλείται µία βασική όπου
µία ή περισσότερες βασικές µεταβλητές είναι µηδενικές

∼ ∼

∼

∼

∼

ΒάσηΒάση ΣυστήµατοςΣυστήµατος
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ΘεωρήµαταΘεωρήµατα

Βασικά Θεωρήµατα (1/2)

Θεώρηµα 1: Ο αριθµός των βασικών δυνατών λύσεων ενός
συστήµατος γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων είναι
πεπερασµένος

Θεώρηµα 2: Το σύνολο των δυνατών λύσεων προβλήµατος ΓΠ
είναι κυρτό κλειστό σύνολο

Θεώρηµα 3: Κάθε βασική δυνατή λύση του προβλήµατος ΓΠ
είναι ένα ακραίο σηµείο του κυρτού συνόλου (κορυφή του
πολυέδρου) των δυνατών λύσεων, και κάθε ακραίο σηµείο του
κυρτού συνόλου είναι µια βασική δυνατή λύση του συστήµατος
των περιορισµών
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Βασικά Θεωρήµατα (2/2)

Θεώρηµα 4: Αν υπάρχει µία δυνατή λύση του προβλήµατος ΓΠ, 
υπάρχει και µία βασική δυνατή λύση αυτού

Θεώρηµα 5: Αν υπάρχει µια βέλτιστη δυνατή λύση του
προβλήµατος ΓΠ, τότε η αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει τη
βέλτιστη τιµή της σε ένα τουλάχιστον ακραίο σηµείο του κυρτού
συνόλου των δυνατών λύσεων, δηλαδή σε µια βασική δυνατή
λύση

Πόρισµα: Αν υπάρχει τουλάχιστον µία βέλτιστη δυνατή λύση
που δεν είναι βασική, τότε υπάρχουν άπειρες βέλτιστες δυνατές
λύσεις

ΘεωρήµαταΘεωρήµατα
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Παράδειγµα (1/3)
2X1 + 3X2 <= 6
X1 + 7X2 >= 4

X1 + X2 = 3
όπου, X1 >= 0, X2 >= 0

2X1 + 3X2 + X3 = 6
X1 + 7X2 - X4 = 4

X1 + X2 = 3
όπου, X1 >= 0, X2 >= 0, X3 >= 0, X4 >= 0

X3, X4 =µεταβλητές αποκλίσεως

2    3    1    0         x1 6
1    7 0   -1         x2                 4
1    1    0    0         x3                 3

x4
A                       X       =       b

=.

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα ∆ιαµόρφωσης∆ιαµόρφωσης ΠροβλήµατοςΠροβλήµατος προςπρος ΕπίλυσηΕπίλυση
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Παράδειγµα (2/3)

Χ= [X1, X2, X3, X4] 
b = [6, 4, 3]

α1 = [2, 1, 1] α2 = [3, 7, 1]
α3 = [1, 0, 0] α4 = [0, -1, 0]

2    3    1    0
1    7 0   -1
1    1    0    0

= (α1, α2, α3, α4)

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα ∆ιαµόρφωσης∆ιαµόρφωσης ΠροβλήµατοςΠροβλήµατος προςπρος ΕπίλυσηΕπίλυση
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Παράδειγµα (3/3)

Ζ = 4X1+3X2 = C X = 4X1+3X2 + 0X3+ 0X4

C = (4, 3, 0, 0)

Η αντικειµενική συνάρτηση γράφεται:

ή

Ζ =  (C1, C2 , C3, C4) 

X1

X2

X3

X4

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα ∆ιαµόρφωσης∆ιαµόρφωσης ΠροβλήµατοςΠροβλήµατος προςπρος ΕπίλυσηΕπίλυση
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Γραµµική Ανεξαρτησία ∆ιανυσµάτων

Ένα σύνολο διανυσµάτων α1, α2,... αm του χώρου Εn είναι
γραµµικώς εξαρτηµένα εάν υπάρχουν αριθµοί (βαθµωτά
µεγέθη) λi όχι όλοι 0 ώστε: λ1α1+ λ2α2 +…+ λmαm = 0

Εάν οι µόνες τιµές των λi για τις οποίες η προηγούµενη εξίσωση
ισχύει είναι λ1 = λ2 =…= λm = 0 τότε τα διανύσµατα είναι
γραµµικώς ανεξάρτητα

Εάν κάποια διανύσµατα είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, αυτό
σηµαίνει ότι καθένα από αυτά δεν εκφράζεται συναρτήσει των
άλλων

Ένα διάνυσµα α θα λέµε ότι είναι γραµµικός συνδυασµός των
α1, α2,…, αm όταν α = λ1α1+ λ2α2 +…+ λmαm όχι όλα µηδέν

ΓραµµικήΓραµµική ΑνεξαρτησίαΑνεξαρτησία
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Βαθµός Μήτρας

Βαθµός στηλών µιας mxn µήτρας Α είναι ο µέγιστος αριθµός
γραµµικώς ανεξάρτητων στηλών της Α

Αντίστοιχα, βαθµός σειρών µιας mxn µήτρας Α είναι ο µέγιστος
αριθµός γραµµικώς ανεξάρτητων σειρών της Α

Ορισµένες βασικές προτάσεις:
– Ο µέγιστος αριθµός γραµµικώς ανεξαρτήτων στηλών ισούται µε τον

µέγιστο αριθµό γραµµικώς ανεξαρτήτων σειρών, ή αλλιώς, ο βαθµός
στηλών µιας µήτρας ισούται µε τον βαθµό σειρών της

– Ο βαθµός της Α είναι k εάν και µόνον εάν κάθε ορίζουσα τάξεως k+1 που
προκύπτει από την Α ισούται µε το 0, ενώ υπάρχει τουλάχιστον µία
υποορίζουσα τάξεως k, η οποία είναι διάφορη του 0

ΒαθµόςΒαθµός ΜήτραςΜήτρας
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Παράδειγµα Βαθµού Μήτρας

Ο βαθµός της µήτρας Α είναι 2 γιατί Α = 0, ενώ υπάρχουν πολλές
ελάσσονες υποορίζουσες δευτέρας τάξεως, οι οποίες είναι
διάφορες του µηδενός

Έστω η µήτρα Α όπου:

4 5 3
2         -3 5
1 4 4

ΒαθµόςΒαθµός ΜήτραςΜήτρας



ΕΜΠ - Τµήµα Μηχ. Μηχ 42

ΘέµαταΘέµατα γιαγια συζήτησησυζήτηση -- ΣυµπεράσµαταΣυµπεράσµατα

Ερωτήσεις...


